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  مبرهنة التزايدات المنتهية: تمارين

      
 

  تمارين محلولة
  1التمرين

)       نعتبر المتتالية  )nu بحيث ( )1 0
1;
2n nn u g u u+∀ ∈ = =`  

)            حيث  ) ( ) [ [2arctan 1 0;g x x x x= − + + ∀ ∈ +∞   

) بين أن المعادلة -1        )g x x= تقبل حلا وحيدا α في ] [0;1  

1  بين أن     -2       
4
5n nn u uα α+∀ ∈ − −` ≺  

)  استنتج أن  -3        )nuمتقاربة محددا نهايتها   

  الحل
)بين أن المعادلة ن -1        )g x x= تقبل حلا وحيدا α في ] [0;1  

)           نعتبر  ) ( )h x g x x= ] على − ] متصلة علىh لدينا 1;0[ ]0;1   

)دينا          ل ) ( )2

1' 1
2 1

h x
x
−

= −
+

] تناقصية قطعا علىh    ومنه  ]0;1   

)         لدينا  ) ( ) ( )( )0 1 arctan 2 1 1
4

h h π
× = − −  

           0 2 1 tan tan1
4
π

−≺ ≺ 2لأن   ( ≻ 1 1 , 1
4
π

− ≺ )ومنه  ) ≻ )0 arctan 2 1 1−≺ ≺  

)         إذن  ) ( )0 1 0h h× ≺  

)المعادلة          إذن  ) 0h x [ في α تقبل حلا وحيدا = [0;1  

)المعادلة                أي أن  )g x x= تقبل حلا وحيدا α في ] [0;1  

1بين أن     ن  -2       
4
5n nn u uα α+∀ ∈ − −` ≺  

]             لدينا  [ ( ) ] [0; 0;1x g x∀ ∈ +∞ ∈  

)         و حيث  )1 0
1;
2n nn u g u u+∀ ∈ = 0 فان `= 1nn u∀ ∈` ≺   )نبين ذلك بالترجع ( ≻

  nu و α وقابلة للاشتقاق في مجال مفتوح طرفاه nu و α  متصلة في مجال مغلق طرفاه gلة          الدا

) حيث nu و αمحصور قطعا بين  c         ومنه يوجد  ) ( ) ( )( )'n ng u g g c uα α− = −  

         أي أن 
( ) ( )1 2

1

2 1
n nu u

c
α α+

−
− = −

+
  ومنه 

( ) ( )1 2
1

2 1
n nu u

c
α α+ − = −

+
  

0        و حيث أن  1c≺  فان ≻
( )2

1 1 1 4
4 2 52 1 c+
≺ ≺ 1 ومنه ≻

4
5n nn u uα α+∀ ∈ − −` ≺  

)  نستنتج أن  -3        )nuمتقاربة محددا نهايتها   

1                   لدينا 
4
5n nn u uα α+∀ ∈ − −` ≺  
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1 0

2 1

1

4
5
4
5

. . .

. . .

. . .
4
5n n

u u

u u

u u

α α

α α

α α−

− −

− −

− −

≺

≺

≺

  

0  بضرب أطراف المتفاوتات و الاختزال نحصل على 
4
5

n

nu uα α − − 
 

≺  

0   وحيث 
4lim 0
5

n

n
u α

→+∞

  − = 
 

) فان  )nuو  متقاربة lim nn
u α

→+∞
= 

 
  

   2التمرين

] دالة عددية معرفة على f          لتكن          ) بما يلي                  1;0[ ) 1 1tan
4 1

f x
x

=
+

      

] قابلة للاشتقاق  على fبين أن  -1 ] و أن 1;0[ ] ( ) 2
10;1 '

4cos 1
x f x∀ ∈ ≤  

]بين أن  -2 ]( ) [ ]0;1 0;1f ⊂ 

[:    بين أنه -أ -3 [ ( )! 0;1 fα α α∃ ∈ = 

) استنتج أن -   ب        ) 2
1

4cos 1
f x xα α− ≤ −] [ { }0;1x α∀ ∈ −  

:   نعتبر المتتالية العددية المعرفة آما يلي -4

] [ { }0

1

0;1

1 1tan
4 1n

n

u

u
u

α

+

 ∈ −


 
=   + 

  

02 بين أن -  أ
1

4cos 1

n

nn u uα α ∀ ∈ − ≤ − 
 

`  

) استنتج أن -ب            )nuمتقاربة و حدد نهايتها . 

  الحل

                  f دالة عددية معرفة على [ ) بما يلي                  1;0[ ) 1 1tan
4 1

f x
x

=
+

      

] قابلة للاشتقاق  على fبين أن ن -4 ] و أن 1;0[ ] ( ) 2
10;1 '

4cos 1
x f x∀ ∈ ≤ 

    
1

1
x

x
→

+
]على  قابلة للاشتقاق  ] و 1;0[ ] 10;1 /

1 2
x k k

x
π π∀ ∈ ≠ + ∈

+
]  

] قابلة للاشتقاق  على f   إذن  ]0;1  
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]  و  ] ( )
( ) ( )

2
2 2

2

1 1 1 1 1 10;1 ' 1 tan
14 1 41 1 cos

1

x f x
xx x

x

 
    − −      ∀ ∈ = + =    +    + +      +  

  

  

[ ] ( )
( )2 2

1 1 10;1 '
14 1 cos

1

x f x
x

x

 
  
  ∀ ∈ =

    +    +  

  

cosxانالدالت x→ و  
( )2

1

1
x

x
→

+
] تناقصيتان على  ] و 1;0[ ] 1 10;1 1

2 1
x

x
∀ ∈ ≤ ≤

+
   

]ومنه ]
( )2 22

1 1 1 10;1 1 ; 1
14 cos 11 cos

1

x
x

x

∀ ∈ ≤ ≤ ≤ ≤
+

+

  

]إذن  ] ( ) 2
10;1 '

4cos 1
x f x∀ ∈ ≤  

]بين أن ن -5 ]( ) [ ]0;1 0;1f ⊂ 

[ ] ( )
( )2

2

1 1 10;1 '
14 1 cos

1

x f x
x

x

 
  −   ∀ ∈ =

    +    +  

] و منه  ] ( )0;1 ' 0x f x∀ ∈ ≤  

] تناقصية على f إذن  ] ومنه 1;0[ ]( ) [ ]1 1 10;1 tan ; tan1 0;1
4 2 4

f  = ⊂  
 

[:   بين أنه ن -أ -6 [ ( )! 0;1 fα α α∃ ∈ = 

] المعرفة على gنعتبر الدالة  ] بـ 1;0[ ] ( ) ( )0;1x g x f x x∀ ∈ = −  

g متصلة على [ ]0;1  

( ) ( )10 tan 1 0
4

g = )   و ≤ ) 1 11 1 tan 0
4 2

g = − + ≤  

[إذن  [ ( )! 0;1 fα α α∃ ∈ = 

)ستنتج أن ن -   ب        ) 2
1

4cos 1
f x xα α− ≤ −] [ { }0;1x α∀ ∈ −  

[         ليكن   [ { }0;1x α∈ −  

  x وα متصلة على مجال مغلق طرفاه f          لدينا 
                fلى مجال  قابلة للاشتقاق عI مفتوح طرفاهαو x  

) حيث I ينتمي إلى c           ومنه يوجد عدد  ) ( ) ( )( )'f x f f c xα α− = −  

]         و حيث أن  ] ( ) 2
10;1 '

4cos 1
x f x∀ ∈ ) فان ≥ ) 2

1
4cos 1

f x xα α− ≤ −] [ { }0;1x α∀ ∈ −  

4-                                        

] [ { }0

1

0;1

1 1tan
4 1n

n

u

u
u

α

+

 ∈ −


 
=   + 
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02بين أن ن -  أ
1

4cos 1

n

nn u uα α ∀ ∈ − ≤ − 
 

`  

)      لدينا  )1
1 1tan
4 1n n

n
n u f u

u+
 

∀ ∈ = = + 
`  

[       نبين بالترجع أن [0;1nn u∀ ∈ ∈`...................  

)  ومنه  ) 2
1

4cos 1n nf u uα α− ≤ 1 و بالتالي − 2
1

4cos 1n nu uα α+ − ≤ −  

0nمن أجل  1 لدينا = 02
1

4cos 1
u uα α− ≤ −  

1nمن أجل  2 لدينا = 12
1

4cos 1
u uα α− ≤ −  

     .......        ......              
.......        ......                   
.......        ......                   

                   12
1

4cos 1n nu uα α−− ≤ −  

02بضرب أطراف المتفاوتات والاختزال نحصل على 
1

4cos 1

n

nn u uα α ∀ ∈ − ≤ − 
 

`  

)ستنتج أن ن -ب            )nuمتقاربة و حدد نهايتها .  

02              لدينا 
1

4cos 1

n

nn u uα α ∀ ∈ − ≤ − 
 

`  

               المتتالية 
1

4cos1

n

n∈

        `

 متقاربة و 
1lim 0

4cos1

n

n→+∞

  =  
   

)                  ومنه  )nuو  متقاربة lim n
n

u α
→+∞

= 

  3التمرين

( )nuيلي المعرفة بما  المتتالية العددية( )
0

1

2

n n

u
u g u n+

=
 = ∀ ∈ `

  

]     حيث  ] ( )0;2 arctan 2x g x x∀ ∈ = +  

arctanxبين أن ) أ  -1 x x+∀ ∈ ≤\  
0بين أن ) ب 2nn u∀ ∈ ≤ ≤`  

)بين أن ) ج )nuمتقاربة   

)بين أن المعادلة )  أ-2        )g x x=تقبل حلا وحيدا αمن ] [0;2  

[أثبت أن )           ب [ ( ) 10;2 '
6 2

x g x∀ ∈ ≤  

1بين أن )           ج
1

6 2n nn u uα α+∀ ∈ − ≤ limتنتج        اس`− nn
u

→+∞
 

  الحل
  

arctanxبين أن ن) أ  -2 x x+∀ ∈ ≤\ 
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x         لدينا  x→ و arctanx x→ و قابلتان للاشتقاق على \+ متصلتان على ] [0;+∞  

         ( ) ( )2
1arctan ' '

1
x x x x

x
∀ ∈ = =

+
\  

[       لدينا  [ 2
10; 1

1
x

x
∀ ∈ +∞

+
[  أي ≻ [ ( ) ( )0; arctan ' 'x x x∀ ∈ +∞ ≺  

arctan        و  0 0=    
arctanx         إذن  x x+∀ ∈ ≤\  

0بين أن ن) ب 2nn u∀ ∈ ≤ ≤`  
0n      من أجل  00 لدينا = 2u≤ 0   لان ≥ 2u =  

0نفترض أن        2nu≤ 10  ونبين أن ≥ 2nu +≤ ≤  

] لدينا  ] ( )
( )

10;2 ' 0
2 2 3

x g x
x x

∀ ∈ =
+ +

] تزايدية على g  ومنه ; ]0;2  

0  وحيث أن  2nu≤ ) فان ≥ ) ( ) ( )0 2ng g u g≤ ) أي ≥ ) ( )10 2ng u g+≤ ≤  

)  لدينا  ) ( )0 arctan 2 0 ; 2 arctan 2 2g g= ≥ = ≤  

10   ومنه  2nu +≤ 0    إذن ≥ 2nn u∀ ∈ ≤ ≤`  
  
)بين أن ن) ج )nuربة متقا  

)       لندرس رتابة  )nu  

)     لدينا  ) ( )1 0 2 arctan 2u g u g= = 1   ومنه = 0u u≤   

1n      نفترض أن  nu u+ 2   نبين أن ≥ 1n nu u+ +≤    
1n     لينا  nu u+ ≤    

] تزايدية على gأن  و حيث  ) فان 2;0[ ) ( )1n ng u g u+ 2 أي أن ≥ 1n nu u+ +≤  

1n  إذن  nn u u+∀ ∈ ≤`  

)   ومنه  )nu تناقصية و بما أن ( )nuفان 0رة بالعدد  مصغو ( )nuمتقاربة   

)بين أن المعادلة ن) أ  ) ج )g x x=تقبل حلا وحيدا αمن ] [0;2  

) حيث  h              نعتبر الدالة ) ( )h x g x x= −  

              h متصلة على [ [ قابلة للاشتقاق على 2;0[ [0;2  

)                و    ) ( ) ( )( )0 2 arctan 2 2 arctan 2 0h h× = − + ≺  

)                ومنه المعادلة  ) 0h x [ تقبل حلا في = [0;2  

)               لدينا  ) ( )
( )

( )
( )

1 2 1 31' ' 1 1
2 2 3 2 2 3

x x
h x g x

x x x x
− + +

= − = − =
+ + + +

  

[                 وحيث  [ ( )0;2 1 2 1 3 0x x x∀ ∈ − + + [ تناقصية قطعا علىh فان ≻ [0;2  

)              إذن المعادلة  ) 0h x [لا وحيدا في  تقبل ح= [0;2  

[ثبت أن ن)           ب [ ( ) 10;2 '
6 2

x g x∀ ∈ ≤  

[          ليكن  [0;2x∈ لدينا  ( )
( )

1'
2 2 3

g x
x x

=
+ +

  

0           بما أن  2x≺ 3  فان ≻ 3 5x +≺ 2   و ≻ 2 2 2 4x +≺ ≺    
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)          و بالتالي  )6 2 2 3 2 20x x+ +≺   ومنه ≻
( )

1 1
2 2 3 6 2x x+ +

≺    

[     إذن          [ ( ) 10;2 '
6 2

x g x∀ ∈ ≤  

1بين أن ن)           ج
1

6 2n nn u uα α+∀ ∈ − ≤ limستنتج و ن       `− nn
u

→+∞
  

            g  متصلة على[ [ و قابلة للاشتقاق على 2;0[ [ و 2;0] [0;2α ]  و ∋ ]0;2nn u∀ ∈ ∈`  

[ من c     ومنه يوجد  ) حيث 2;0] ) ( ) ( )( )'n nn g u g g c uα α∀ ∈ − = −`  

)     و بالتالي  ) ( ) ( )'n nn g u g g c uα α∀ ∈ − = −` 

)      و حيث  ) 1'
6 2

g c )   فان ≥ ) ( ) 1
6 2n nn g u g uα α∀ ∈ − ≤ −`  

1      إذن 
1

6 2n nn u uα α+∀ ∈ − ≤ −`  

limستنتج        ن nn
u

→+∞
  

         لدينا 
  
  

1 0

2 1

1

1
6 2

1
6 2

1
6 2n n

u u

u u

u u

α α

α α

α α−

− ≤ −

− ≤ −

⋅ ⋅
⋅ ⋅
⋅ ⋅

− ≤ −

  

    بضرب أطراف المتفاوتات و الاختزال نحصل على 

0
1

6 2

n

nu uα α − ≤ − 
 

  

  و حيث 
1lim 0

6 2

n

n→+∞

  = 
 

lim فان  nn
u α

→+∞
=  

  
  تمارين

  
  1تمرين   

] متصلة علىf           نعتبر أن الدالة العددية  [  قابلة للاشتقاق على 1;0[ ) بحيث 1;0] )1 1f =   

)      و )0 0f =  

[      بين أن  [ ( )0;1 2 'c cf c c∃ ∈ = 

 
 2تمرين     
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] دالة عددية معرفة على f          لتكن ) بما يلي                  1;0[ ) 1 1tan
4 1

f x
x

=
+

      

] قابلة للاشتقاق  على fبين أن  -7 ] و أن 1;0[ ] ( ) 2
10;1 '

4cos 1
x f x∀ ∈ ≤  

]بين أن  -8 ]( ) [ ]0;1 0;1f ⊂ 

[:    بين أنه -أ -9 [ ( )! 0;1 fα α α∃ ∈ = 

) استنتج أن -   ب        ) 2
1

4cos 1
f x xα α− ≤ −] [ { }0;1x α∀ ∈ −  

:   نعتبر المتتالية العددية المعرفة آما يلي -4

] [ { }0

1

0;1

1 1tan
4 1n

n

u

u
u

α

+

 ∈ −


 
=   + 

  

02 بين أن -  أ
1

4cos 1

n

nn u uα α ∀ ∈ − ≤ − 
 

`  

) استنتج أن -ب            )nuمتقاربة و حدد نهايتها . 

  3تمرين

I- لتكن  f       الدالة العددية للمتغير الحقيقي المعرفة بـ 
( )
( )

22 2 2

arctan 2 2

f x x x x x

f x x x

 = + − + −


= + ≥ −

≺
  

  -2 عند fأدرس اشتقاق  -1
 fحدد الدالة المشتقة للدالة  -2

II-ن  ليكg قصور f على [ ) و 2;0[ )nuيلي المعرفة بما  المتتالية العددية( )
0

1

2

n n

u
u g u n+

=
 = ∀ ∈ `

  

arctanxبين أن ) أ  -3 x x+∀ ∈ ≤\  
0بين أن ) ب 2nn u∀ ∈ ≤ ≤`  

)بين أن ) ج )nuمتقاربة   

)بين أن المعادلة )  أ-2        )g x x=تقبل حلا وحيدا αمن ] [0;2  

[أثبت أن )           ب [ ( ) 10;2 '
6 2

x g x∀ ∈ ≤  

1بين أن )           ج
1

6 2n nn u uα α+∀ ∈ − ≤ lim       استنتج `− nn
u

→+∞
 

  
  4تمرين  

] متصلة علىf     لتكن  ];a b بحيث ( ) ( ) 0f a f b= )   و = )' 0f a =  

)    بين أنه  ) ( )'
f c

c f c
c a

∃ ∈ =
−

`  

  )LAGRANGE مبرهنة 5تمرين  
] متصلتين علىgوf  لتكن     ];a b و قابلتين للاشتقاق على ] [;a b بحيث  ] [ ( ); ' 0x a b g x∀ ∈ ≠ 

)بين أن  -1 ) ( )g a g b≠  

] المعرفة علىψلدالة نعتبر ا -2 ];a bبـ      :( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x f x f a k g x g aψ = − − −  
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) لكي تكون kحدد   ) أ ) 0bψ =  

[استنتج أن  ) ب [ ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'

;
'

f b f a f c
c a b

g b g a g c
−

∃ ∈ =
−

 

  6تمرين  
] دالة عددية قابلة للاشتقاق على f          لتكن  ) بحيث   1;0[ )0 0f ] و = ] ( )0;1 ' 0x f x∀ ∈ ≠  

] لها إشارة ثابتة علىf          بين أن  ]0;1  

  7تمرين  
] متصلة علىf       لتكن  ];a b و قابلة للاشتقاق على ] [;a b  

[    ليكن [0 ;x a b∈ و *k ]   بحيث\∋+ ] [ ]0 0; ;x x h a b+ ⊂  

[:  بين أنه-1   [ ( ) ( ) ( )0 0 00;1 'f x h f x hf x hθ θ∃ ∈ + − = +  

)بيق نعتبر  تط-2    ) 1
1

f x
x

=
+

  

 ثم أحسبh بدلالة θ     حدد 
0

lim
h

θ
→
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